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直观来看，上一篇文章介绍的逻辑回归只是对普通线性回归的输出加以变换，以满足问题的

需要。但在这简单的现象背后，以逻辑回归为代表的这类线性模型的推广具有更加深刻的数

学内涵，因而被称为广义线性模型（generalized linear model）。

线性模型的意义是建立了自变量和因变量的关联，当自变量变化时，因变量也会出现依照比

例同等程度的变化。可是现实世界不是数学模型，如果硬要将线性模型套用在实际问题中，

很可能会闹出笑话。

如果线性回归告诉你气温每下降 1 度，海滩上的游客就会减少 100 人，那么这条规律适用

于科帕卡巴纳或者芭堤雅的问题不大，因为这些著名的度假胜地的游客基数数以万计。可是

对于一个最多只能接待 80 名游客的不知名小海滩来说，气温下降 1 度意味着游客数目变成
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了 -20，难不成工作人员也被冻跑了吗？这和不能听相声是一个道理：“笑一笑十年少”也

是个线性模型，要是这个模型属实的话，哪怕只听一分钟相声我都要回到娘胎里去了。

物理学中有个概念叫半衰期，不严格地说，它指的是放射性元素的原子核半数发生衰变所需

要的时间。元素的半衰期和原子的总量无关，100 个原子中衰变 50 个的时间和剩下的 50

个原子中衰变 25 个的时间是一致的。和线性模型相比，以半衰期为代表的建模方式似乎更

加符合真实世界的规律：因变量变化的绝对尺度通常是非线性的，但其变化比率却会和自变

量呈现线性关系。

半衰期的思路也可以自然地延伸到离散输出的问题当中。如果说气温每上升 1 度，某人去

海滩的概率就会翻一番，这是否意味着在原本有 75% 的概率去海滩时，温度的上升会将这

个概率提高到 150% 呢？肯定不是。气温升高会让去海滩的概率增大，不去海滩的概率减

小。如果将去与不去的概率之比定义为几率（odd），那么气温升高会导致相对的几率，而

非绝对的概率翻一番显然是更合理的解释。按这种方式计算，气温上升 1 度会让 75% 的概

率变成 85.7%，这样就说得通了。

除了能否真实表示自变量和因变量的关联之外，线性回归将因变量的误差定义为正态分布其

实也是过于理想的假设。比如当因变量是离散输出时，使用正态分布假设的建模效果自然会

大打折扣。在一场足球比赛中，某只球队进球数目超过 8 个的概率微乎其微。因而在预测

某队的进球数时，用正态分布对分布在 01234567 这些离散数值上的因变量进行建模就缺

乏合理性，泊松分布才是更好的选择。

可不巧的是，正态分布恰恰是狭义线性模型的核心成分，它是联结最小均方误差和最大似然

估计的纽带。在求解时，狭义的线性模型建立在最小均方误差的意义上，其解析解可由普通

最小二乘法求得，求解时的一个基本前提是因变量，也就是回归结果的误差服从正态分布，

这个推导过程我在“人工智能基础课”中有详细介绍。

误差的正态分布意味着因变量既可以增加也减少，其增加或者减少的范围虽然不存在上限，

却以较大的概率出现在一个较小的区间内。如果按照前文的方式改造狭义线性模型的话，噪

声的正态性质就不能得以保持，简洁明晰的解析解也会不再适用。因此，要拓展线性模型的

应用范围，新的数学工具不可或缺。

广义线性模型（generalized linear model）就是这样的数学工具。在广义线性模型中，因

变量可以满足任意形式的概率分布，它与自变量的线性组合之间的关系由联系函数定义。逻



辑回归就是广义线性模型的一个实例，它的因变量是二进制的输出，联系函数则是对数几率

函数。这个实例体现出了在一般意义上，广义线性模型要满足一些共性的条件。

首先，广义线性模型的基础是指数分布族（exponential family）。模型的因变量  由自

然参数（natural parameter）  决定，  的概率密度函数可以写成

其中的  是个充分统计量（sufficient statistic），通常令它等于  本身；  和 

 都是已知的函数。虽然这个模型看起来比较复杂，但只要选择合适的  和 ，

常见的正态分布和指数分布等连续型分布，以及二项分布和泊松分布等离散性分布都能够满

足这个条件，也就都属于指数分布族。

在因变量属于指数分布族的前提下，广义线性模型需要求解给定数据  时，充分统计量 

 的条件期望。当  时，模型的任务就退化为求解 ，求解的

方法就是利用联系函数定义代表自变量的数据和因变量的条件期望值之间的关系。

“线性”的含义正体现在联系函数的反函数  的输入，也就是自然参数  是数据的

线性组合，写成数学表达式就是

这说明数据的线性组合  就是联系函数在输入为条件期望  时的输出。

总结下来，指数分布族、联系函数和线性关系共同构成了广义线性模型的三大要素。自变量

的线性组合就是指数分布族的自然参数，它被送入到激活函数中，计算得出给定数据时因变

量的条件期望。在这个更加通用的概念层面上，我们就可以重新审视逻辑回归。

逻辑回归的输出  服从两点分布，如果两点分布的参数是 ，它的概率质量函数就可以写

成 ，这个表达式稍做数学整理就是
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令自然参数  等于标量 ，充分统计量  等于 ，两个函数 

，逻辑回归中的因变量分布就变化为指数分布族的表示

形式，因而属于指数分布族。这时，因变量  在数据  和参数  下的条件期望就等于 

，这就是逻辑回归使用对数几率函数的原因所

在。再将自然参数写成数据的线性组合，就是逻辑回归的方法了。

回头来看，广义线性模型解决了前文中提到的狭义线性模型的两个问题，这两个问题体现在

广义线性模型的两种成分之上。自变量和因变量之间的系统性关联在广义线性模型中体现为

系统成分（systematic component）。和狭义线性模型一样，系统成分仍然保留着对自变

量的线性性质，只不过自变量线性组合的结果不再直接和因变量对应，而是要先做出非线性

的变换。

因变量的误差在广义线性模型中以随机成分（random component）的角色出现。随机成

分不受正态分布的限制，可以被建模成任何属于指数分布族的概率分布。使用指数分布族

后，因变量的均值就能够决定误差的性质，从而包含了更多的信息。这不仅大大拓展了广义

线性模型的应用范围，还保留了利用最大似然估计计算最优参数的可行性。

说到现在，系统成分和随机成分还是井水不犯河水的独立数量，将它们联系起来的任务就落

在了联系函数身上。联系函数将因变量的数学期望表示成自变量线性组合的函数。

在普通线性模型中，联系函数就是因变量本身；而在逻辑回归等比较简单的广义线性模型

里，联系函数将指数分布中的自然参数表示成自变量的线性组合，这样的联系函数就是正则

联系函数（canonical link）。

正则联系函数的好处是保证待估计参数  的最小完全统计量存在，所有关于  的信息都可

以由一个和  维度相同的函数获得。

和普通线性模型一样，广义线性模型也可以从贝叶斯的角度去认识。

贝叶斯学派将待估计的参数同样视为随机变量，因此可以假设参数  满足多维正态分布，

并将它结合到原始的最大似然估计中。之所以不使用均匀分布作为先验分布的原因是当训练

数据线性可分时，这种无信息的先验会让似然估计无法计算出结果，相当于将简单的问题复

杂化。引入先验分布可以简化模型选择的过程，自动起到正则化的作用，但其计算也会更加

复杂，需要通过数值方法来求解。

η log[ψ/(1 − ψ)] T (y) y

b(y) = 1, a(η) = − log(1 − ψ)
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Scikit-learn 库只能够实现逻辑回归，要构造通用意义上的广义线性模型的话，就要借助侧

重统计分析的 statsmodels。在这里我以泊松回归（Poisson regression）为例。

泊松分布适用于描述单位时间或空间内随机事件发生的次数，比如电话交换机接到呼叫的次

数，汽车站台的候客人数，机器出现的故障数，自然灾害发生的次数等。在足球比赛中，由

于某支球队在每场比赛的进球数是典型的计数型变量，故而通常使用泊松分布来建模。

如果以新科英超冠军曼城队作为数据采集对象，统计曼城队在 2017-18 英超赛季所有主场

比赛中的进球数，得到的就是包含 19 个样本的数据集。这个数据集的因变量是符合泊松分

布的进球数目，自变量则考虑了一系列和进攻有关的数据，包括射门次数（shots）、射正

次数（shots on target）、传球成功率（pass accuracy）、争顶成功率（aerial dual

success）、过人次数（dribbles won）和控球比率（possession）这么几个属性。用这些

属性对进球数进行泊松回归的拟合，可以得到如下的结果

基于所有属性的泊松回归结果

从结果中可以看出，泊松回归使用的联系函数是自然对数函数。在统计学的显著性上，射正

次数、传球成功率和控球比率三个属性对进球数有明显的影响，另外三个属性对进球数基本

没有贡献。利用这三个强相关的属性来拟合泊松回归，又可以得到下面的结果



基于强相关属性的泊松回归结果

可以看到，基于强相关属性计算出的线性系数基本没有变化。由于泊松回归使用的联系函数

是对数函数，所以线性回归分析出来的结果是因变量期望值的对数，要解释计算出的参数就

得对它们做个指数运算。  可以粗略地解释为当其他条件不变时，每多一

脚命中门框的射门都能让进球数变成原来的 1.18 倍。但整体来看，广义线性模型在增强表

达能力时，付出的是可解释性的代价。

今天我和你分享了广义线性模型的概念与原理，它克服了狭义线性模型的一些限制，拓展了

线性模型的应用范围。其要点如下：

最后要说明的是，广义线性模型和一般线性模型（general linear model）虽然名字相似，

却是两个不同的概念，你可以了解下他们之间的区别，并在这里分享你的理解。

exp( ) = 1.18x1

广义线性模型从模型解释性和变量分布特性上对普通线性模型做了推广；

广义线性模型假定因变量服从指数分布族中的概率分布，这代表了模型中的随机成分；

广义线性模型中的自变量和因变量依然由线性系数决定，这代表了模型中的系统成分；

联系函数建立系统成分和随机成分的关系，将指数分布的自然参数表示为自变量的线性组

合。
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上一篇 15 | 从回归到分类：联系函数与降维

下一篇 17 | 几何角度看分类：支持向量机

TomZ,张锐
2018-07-12
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我来帮老师回答一下： 
如果想做多项式，是支持的，在preprocess有polynomial。就是把自变量（向量）中某一
项变成高次。 
但如果我们把x平方视为X代入式子，其实这还是线性回归。并没有实质性变化。 
想想房子的例子，房子面积和体积。

展开

作者回复: 谢谢你的回答，这样的模型仍然是线性模型，只是对基函数做了处理。

精选留言 (5)  写留言



我心飞扬
2018-07-20
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请问85.7是怎么来的？

展开

作者回复: 原始的0.75相当于两个概率之比，也就是几率是0.75:0.25=3:1。将几率提高一倍到

6:1，对应的概率就是6/7=0.8571。

我心飞扬
2018-07-20



为什么误差是整正态，因变量也是正态

展开

作者回复: 因为因变量是自变量线性组合和误差的叠加，一旦线性系数确定，线性组合的结果就是

个常数，因变量的概率也就取决于噪声的概率。

林彦
2018-07-15



一般线性模型中的因变量必须是连续分布的，回归结果的误差服从正态分布，联系函数是
因变量本身。而广义线性模型中的因变量可以是非连续分布，回归结果的误差如文中所述
可以是非正态分布，联系函数可以是自变量线性组合的函数。 
 
我的理解是一般线性模型除了上面的限制外，一般线性模型的目的是描述两个或更多预…
展开

作者回复: 你说的没错，一般线性模型实际上就是多元回归，可以和各种方差分析一起来使用。如

果要建模离散变量或者非高斯噪声的话，还是得借助广义模型。

never_give...
2018-07-10



老师你好，问个问题，线性模型只能学习线性关系吗？对于非线性相关的自变量和因变
量，能通过多项式来拟合吗？如果能，多项式该怎么构造?对于回归问题除了常见的线性回



归模型之外，还有其他模型能用吗?学习当中想到这些问题，希望老师能解答下我的疑惑，
感激不尽。

作者回复: 线性回归只能学习线性关系，引入非线性元素就可以学习非线性了，我们这个专栏的整

体思路就是围绕线性回归不同方式的推广展开。 

引入非线性的方式既可以是联系函数，也可以是基扩展，你说的多项式回归就是基扩展的具体实

现，构造时最主要的任务就是确定多项式阶数，这个超参数一般要通过交叉验证确定最优值。 

其他回归模型有一些，但专栏里不能面面俱到全部介绍，你可以根据专栏的思路去查阅不同的回

归方法，以及衍生出的分类方法。


