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到目前为止，专栏中介绍的机器学习模型都属于参数模型，它们利用训练数据求解出关于问

题的一般性知识，再将这些知识通过全局性模型的结构和参数加以外化。

一旦模型的结构和参数被确定，它们就不再依赖训练数据，可以直接用于未知数据的预测。

而径向基核的出现一定程度上打破了这种规律，它将普适的全局特性打散成若干局部特性的

组合，每个局部特性只能在它所覆盖的近邻区域内得以保持，由此产生的非结构化模型会具

有更加灵活的表示能力。

在我看来，局部化的核心作用是模型复杂度和拟合精确性的折中。如果将整个输入空间看作

一个大的整体区间，对它进行全局式的建模，那么单个模型就足以描述输入输出之间的规

律，但这不可避免地会对表达能力造成较大的限制。
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一个极端的情形是让所有输入的输出都等于同一个常数，这样的模型显然毫无信息量可言。

可是在另一个极端，如果将局部特性继续加以细化，细化到让每个数据点都定义出不同局部

特性的子区间，其结果就是基于实例的学习。

基于实例的学习（instance-based learning）也叫基于记忆的学习（memory-based

learning），它学习的不是明确的泛化模型，而是样本之间的关系。

当新的样本到来时，这种学习方式不会用拟合好的算式去计算输出结果或是输出结果的概

率，而是根据这个新样本和训练样本之间的关系来确定它的输出。在本地化的语境里，这就

叫“近朱者赤，近墨者黑”。

在基于实例的学习方法中，最典型的代表就是  近邻。  近邻算法（ -nearest neighbors

algorithm）可能是最简单的机器学习算法，它将每个训练实例都表示成高维特征空间中的

一个点。

在解决分类问题时，  近邻算法先找到高维空间中与未知实例最接近的  个训练实例，再

根据少数服从多数的原则，将这  个实例中出现最多的类别标签分配给未知的实例。从贝

叶斯定理的角度看，按照少数服从多数分配标签与后验概率最大化是等效的。

下图是  近邻算法的一个简单的例子。训练数据属于两个不同的类别，分别用蓝色方框和

红色三角表示，绿色圆圈则代表待分类的数据点，其类别由  近邻算法决定。可以看到，

当  等于 3 时，离未知数据最近的三个点是两红一蓝，因此数据会被归类为红色三角。可

是当  从 3 增加到 5 时，多出来的两个实例都是蓝色的，这无疑会导致分类结果发生逆

转。

k 近邻算法示意图（图片来自维基百科）
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这个例子说明了  近邻算法的一个特点，就是超参数  对性能的影响。作为一种局部加权

模型，  近邻并不形成关于数据生成机制的全局性假设，而是刻画了数据在不同局部结构上

的规律，局部结构的范围就是由  来定义的。

在本质上，超参数  和径向基核（以及其他的核函数）是一样的，只不过径向基核在定义

局部结构时使用了连续分布的权值，所有数据对局部特征都有或大或小的贡献；而  近邻

使用了离散分布的权值，只有部分足够接近的数据才有资格定义局部特征，它可以视为是可

变带宽的径向基核。

从另一个角度看，超参数  表示了模型的复杂度，准确地说是和模型的复杂度成反比关

系。如果训练集的容量为 ，算法的有效参数数目就可以近似表示为 。

 均值的分类结果实质上是近邻区域内（就是上图中的圆圈）多个训练实例的平均，越大的

 值意味着近邻区域包含的点数越多，平均化的程度就越高，对训练实例中噪声的平滑效果

也就越好，相应的模型复杂度就越低。  的一个极端取值是直接等于训练集的容量，这相当

于所有数据共同定义了同一个局部结构，这时的  近邻就退化成稳定的全局模型了。

反过来，越小的  值意味着近邻区域越狭窄，平均化的程度也就越低。这时的分类结果只

由离未知数据点最近的少量训练实例决定，因而更容易受到这些实例中噪声的影响，也会表

现出更强的过拟合倾向。当  等于 1 时，未知数据的类别只取决于离它最近的训练实例。

这时画出每个训练实例的近邻边界，所有的近邻边界共同构成了对特征空间的Voronoi 划

分（Voronoi tessellation）。当训练实例较多时，这种 1 近邻算法计算出的分类边界会非

常复杂，其泛化性能较差。

除了超参数  之外，  近邻算法的另一个变量是对距离的定义方式，也就是如何衡量哪些

点才是“近邻”的标准。最常用的距离度量无疑是欧氏距离，可除此之外，闵可夫斯基距离

（Minkowski distance）、曼哈顿距离（Manhattan distance）和马氏距离

（Mahalanobis distance）也可以应用在  近邻算法中，不同的距离代表的是对相似性的

不同理解，在不同意义的相似性下，分类结果往往也会有所区别。这些距离是如何来定义

的，你可以自己查阅。

对距离的依赖性给  近邻算法带来了一个新问题，那就是维数灾难。在之前介绍维数灾难

时我曾经留了一个扣，现在就该解开它了。简而言之，维数灾难对  近邻算法的影响在于

在高维空间中，曾经的近邻没有那么“近”了。不管特征空间的维度是多少，近邻区域的维
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度和特征空间的维度都是一致的。在这个前提下，要在特征维度增加时维持对特征空间的覆

盖率不变，近邻区域在每个维度上的尺度就会越来越大。

维数灾难的几何意义其实可以直观地想象出来。如果特征空间是一条长度为 1 的一维直

线，那任意一个长度为 0.1 的线段都能覆盖特征空间上 10% 的区域。可一旦特征空间变成

二维，要在边长为 1 的正方形里圈出一个面积为 0.1 的小正方形，小正方形的边长就增加

到 。这样一来，当数据点的数目不变时，维度的升高会导致原始的低维近

邻点变得越来越稀疏，由近邻点所定义的局部结构也会越来越大。这样的局部结构失去了局

部的意义，想让算法保证精确的分类性能就越困难了。

维度的升高会导致原始的低维近邻点变得越来越稀疏

（图片来自 http://cleverowl.uk/2016/02/06/curse-of-dimensionality-explained/）

解决维数灾难最直接有效的方式就是增加数据点的数量，当数据点的数量没法增加时就得退

而求其次，想办法降低特征空间的维度。还记得降维的主要方法吗？特征选择和特征提取都

可以用于  近邻算法对数据的预处理。

作为典型的非参数方法，  近邻算法的运行方式和以线性回归为代表的参数方法截然相反。

线性回归的运算量主要花在参数拟合上，利用大量的训练数据来拟合出使均方误差最小的一

组参数。

一旦这组参数被计算出来，训练数据的历史使命就完成了，新来的数据都会用这组参数来处

理。可  近邻算法的训练过程没那么复杂，只需要将数据存储下来就行了。可是对新实例

= 0.3160.1
−−−√

k

k

k



进行分类时，  近邻算法需要找到离它最近的  个训练实例，这才是算法主要的运算负

荷。

虽然是频率主义的方法，但以核函数和  近邻为代表的非参数方法也可以用来完成贝叶斯

统计中概率密度估计（density estimation）的任务。如果用参数方法来进行密度估计，就

需要先确定待估计概率密度的形式，再根据训练数据计算表示数字特征的参数。

比如假定概率密度具有正态分布的形式，那就需要估计它的均值和方差；具有指数分布的形

式就要估计指数分布的参数。显然，参数化密度估计对概率密度形式的假设具有很强的依赖

性，如果对概率分布的形式判断错误，那系数计算得再精确也是南辕北辙。

相比之下，非参数的密度估计就不会对待估计的分布做出什么先验假设，只是假定所有数据

满足独立同分布的条件，因而具有更高的灵活性。但要讨论非参数密度估计方法，还是得从

一种参数方法——直方图法（histogram）说起。

在统计学生成绩时，通常会计算 <60、60~70、70~80、80~90 和 >90 这些分数段内各

有多少人，来大致绘出成绩的分布情况，这就是典型的直方图。直方图法将样本的取值范围

划分成若干个等间隔子区间，再统计出现在每个子区间上的样本数目。在直方图上，第 

个子区间上的概率可以表示成

其中  是落在这个子区间内的样本数，  是样本容量，  是每个子区间的宽度，它决定

了直方图的分辨率。  的取值过小会让直方图过于细密，让过多的局部细节掩盖了分布的

整体结构；取值过大又会让直方图过于平滑，体现不出潜在的多模式趋势。要对概率密度做

出精确的估计，必须要选择合适的区间宽度。

直方图方法的一个问题在于计算出的概率密度不是连续函数。要解决这个问题，可以将原始

的子区间替换成平滑的连续函数，这就让整体概率密度等于所有局部概率密度的叠加，避免

了不连续点的出现。

那么用来插值的连续函数应该满足什么样的条件呢？平滑特性决定了它不能只管自己，也要

刻画数据的局部特性。那么刻画局部特性的工具是什么呢？核函数嘛！把核函数用于密度估

计，就是非参数的核密度估计方法（kernel density estimation）。
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直方图（左）与核密度估计（右）（图片来自维基百科）

可有了核函数还不够，还需要确定它的带宽。在密度估计中，核函数带宽决定了局部结构的

范围，其作用和直方图的子区间宽度类似。核函数的带宽过大会导致过度平滑，带宽过小则

会导致欠平滑，在实际应用中可以通过最优化类似均方误差的指标来确定。

核密度估计虽然能够给出连续的概率密度，但它所有的局部结构都由相同的带宽决定。可是

在特征空间上，不同区域数据的密度不同，其局部结构也应该有所区别，这时就需要引入 

近邻算法的思想。在基于近邻的密度估计中，近邻点的数目  是唯一的参数，每个数据点

的带宽就是第  个最近点和它的距离。和核密度估计的带宽一样，  值同样定义了局部结

构的性质，因此在选择时也要慎之又慎。

核密度估计和近邻密度估计可以从一个统一的宏观视角加以审视。在高维空间中，如果将数

据  的局部结构定义为 ，那么其概率密度就可以表示为

其中  表示  中的数据点数目，  表示  的体积，它们都是不确定的量。如果设置 

固定、  可变来估计概率密度，得到的就是核密度估计；如果设置  固定、  可变来估

计概率密度，得到的就是近邻密度估计。
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当样本容量  时，  会随着  的增加而缩小，以保证  上的概率密度为常

数；  则会随着  的增加而增加，以保证  上的概率密度存在明显的峰值。这时，两种

非参数的估计结果都会收敛到真实的概率密度。

和支持向量机一样，  近邻算法也可以用来解决分类问题。利用 Scikit-learn 中的

KNeighborsClassifier 类，可以计算出曼城 - 西布朗数据集中的分类边界，其中  的取值

分别被设置为 1，7 和 15。可以看到，  时所有训练数据都能正确分类，而 

时误分类率超过了 10%。

这说明当超参数  的取值逐渐变大时，训练数据的误分类率在不断提升，但计算出的分类

边界也变得越来越平滑。这是偏差 - 方差折中的典型体现。

今天我和你分享了基于实例的学习方法，以及它的典型代表  近邻算法，其要点如下：

 近邻方法是一种消极学习（lazy learning）方法，它并不会从训练数据中直接获取泛化决

策，而是将它延迟到新样本出现的时候。相比之下，前面介绍的其他方法都属于积极学习

（active learning）方法，在新样本出现前就做好了泛化工作。

那么，你觉得消极方法和积极方法有什么原理和性能上的优缺点呢？

欢迎分享你的观点。
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基于实例的学习方法学的不是明确的泛化模型，而是样本之间的关系；

 近邻算法是非参数的局部化模型，具有无需训练的优点，但分类新实例的计算复杂度较

高；

k

 近邻算法的性能取决于超参数  的取值和距离的定义方式；k k

核方法和近邻算法都可以用于数据的概率密度估计。
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Eric
2019-05-11



K取基数也只能保证二分类问题不会出现平票呀 其实好的排序选最前面的那个分类就行吧
即使出现平票 还是选择平票中距离小的类

张立春
2018-09-20



训练集的样本库是不是也需要随着新数据的增加而不断扩大，否则怎么与时俱进呢？

作者回复: 是的，训练数据绝对多多益善

精选留言 (4)  写留言



TomZ,张锐
2018-07-20



替老师回答一下，k尽量取奇数，避免出现平票的问题

展开

作者回复: 说的对

风华神使
2018-07-19



knn如何处理平票？

展开

作者回复: k取奇数，就像NBA季后赛的场次都是奇数


