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虽然线性回归是机器学习中最基础的模型，但它的表达能力会天然地受到线性函数的限制，

用它来模拟多项式函数或者指数函数等非线性的关系时，不可避免地会出现误差。要获得更

强的表达能力，必须要把非线性的元素纳入到学习模型之中。

以核技巧为代表的局部化模型就是一种有效的非线性的尝试。但它的非线性来源于非参数的

处理方式，也就是将很多个规则的局部组合成一个不规则的整体。那么有没有可能在全局层

面上添加非线性元素呢？

还记得线性回归的表达式吗？在这里我把它重写一遍
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其中的  可以看成是和属性相关的基函数（basis function）。在最原始的线性回归中，

基函数的形式是恒等函数，因此这样的模型无论对属性  还是对系数  都是线性的。

但在统计学中，线性模型名称中的“线性”描述的对象是未知的回归系数 ，也就是回归

结果和回归系数之间存在着线性关系。这说明回归式中的和属性相关的每一项对输出的贡献

程度都是固定的，但这些贡献到底以什么样的形式来输出，是属性取值本身还是它的平方抑

或开根号，线性模型并没有做出指定。

充分利用关于基函数的灵活性，就可以将线性回归的表达式推广成

显然，当  是个非线性的函数时，回归结果实际上就是经过非线性变换的输入属性的线

性组合，因变量和自变量之间也就建立起了非线性的关系。这种生成非线性的参数模型的方

法就是基函数扩展（basis expansion）。

如果你对高等数学还有印象的话，就会发现基函数扩展并不是一个陌生的概念，只不过没有

以这样的名字出现。在信号分析中，傅里叶变换（Fourier transform）是最基本最核心的

工具，它可以实现时域和频域的转换，将时域信号表示成无数个频率成分的组合。这个表达

的过程就是傅里叶逆变换（inverse Fourier transform）

其中的  代表频率成分 ，这个虚指数函数作为傅里叶变换中的基函数，显然是时间 

的非线性函数。而  表示这个频率成分的权重系数，需要通过傅里叶变换（Fourier

transform）来计算

由于时间变量  在  的积分中被消除，因此每个频率成分在信号中的比例，也就是每

个权重系数都不会因时间的变化而变化，只和频率本身有关，这也是傅里叶变换属于线性变

换的原因。
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基扩展方法最简单的应用是多项式回归。多项式回归（polynomial regression）将自变量 

 和因变量  之间的关系定义为  的  阶多项式，从而使  和  之间呈现出非线性的关

系。在只有一个自变量的情况下，多项式回归的表达式可以写成

多项式回归可以看成是多元线性回归的一个特例，但它的可解释性却并不清晰。在傅里叶变

换中，不同的虚指数函数  之间是相互正交的，因而它们可以看成是互不相关的一组自

变量，共同定义出一个特征空间。

但是当自变量  在 [0, 1] 上均匀分布时，  和  之间的相关系数可以达到 0.97！在如此

强的相关系数之下，很难将两者对回归结果的各自贡献准确地区分开来。

英超数据集的线性回归结果和 10 次多项式回归结果

除了难以解释之外，多项式回归还有较高的过拟合风险。还是以前文中的英超数据集为例，

线性回归假设场均积分和平均评分之间存在  的关系。从拟合结果来看，虽然

存在异常点和误差，这种关系却把握住了自变量和因变量之间的主要趋势。
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如果想要继续降低误差，就可以应用更加复杂的多项式模型。显然，用 10 次多项式来拟合

英超数据集，相当于用 5 倍于线性模型的参数换来均方误差近一半的下降。但训练集上的

误差较小并不意味着测试集上的误差较小，根据偏差方差分解的理论，这么复杂的模型方差

通常会比较大，其泛化性能将不容乐观。

既然全局概念在基扩展中的表现差强人意，局部化处理就又成了自然而然的选择。其实，多

项式回归和局部化的非参数方法可以说是殊途同归，两者的目的都是模拟自变量和因变量之

间的非线性关系，因此用非参数模型来实现非线性化是水到渠成的方式。多元自适应回归样

条就是一种典型的非参数回归方法。

多元自适应回归样条（multivariate adaptive regression splines, MARS）是线性回归的

推广，用于对自变量的非线性和不同自变量之间的相互作用进行建模。它和多项式回归的区

别在于后者将非线性的来源看作全局模型的固有属性，而前者则视非线性为不同参数的线性

模型的组合。

如果将一个非线性函数的定义域划分成很多足够小的区域的组合，那在每个小区域上函数都

会近似地满足线性性质。将这个过程调转方向，用很多条直线组合成一条曲线，就是

MARS 方法的思路。

简单线性回归与多元自适应回归样条的比较（图片来自维基百科）

上面这张图可以直观地体现出 MARS 的原理。图中左侧是原始的线性回归，虽然它和大部

分数据点有较高的符合度，但右上角的离群点却与模型有明显的偏离。而 MARS 做出的改



进就是在回归结果中建立一个分界点，将原来的模型一分为二，不同的区域用不同的参数来

描述。这相当于通过增加参数的数目引入非线性的元素，起到降低均方误差、提高拟合精度

的作用。

看到这里，你可能就一拍大腿：虽然起了火星哥这么高大上的名字，但 MARS 背后的原理

不就是分段函数嘛！没错，这种由不同的多项式函数在多个临界点上拼接而成的函数就叫回

归样条（regression spline）。

在自变量的不同取值范围内，样条的系数会有所不同，系数发生变化的临界点就是分段的结

点（knot）。在估计不同区间段内的系数时，MARS 采用的也是最小二乘法。

一般来说，拼接起来的样条在结点上需要满足连续性的条件：最简单的是函数本身的连续

性，也就是临界点的左极限与右极限相等，都等于函数值。如果在此基础上进一步满足一阶

导数连续和二阶导数连续，这样的样条就是三次样条（cubic spline）。

三次样条由不同的三阶多项式拼接而成，它在结点处的不连续性已经不能被人眼所察觉。让

三次样条进一步在边界区域满足附加的线性约束条件的话，得到的就是自然三次样条

（natural cubic spline）。

和预先确定分段结点、再产生基函数并拼接的回归样条相比，另一类名为平滑样条的方法可

以动态地确定结点的位置和数目。平滑样条（smoothing spline）要在拟合数据的同时尽

可能保证拟合结果具有平滑的特性，这也是它名称的来源。平滑样条的任务是计算出让下面

的误差函数最小化的拟合结果 

可以看出，平滑样条的最小化对象具有“误差函数 + 正则化项”的形式，这与岭回归和

LASSO 的思想不谋而合。

上面式子中的  是平滑系数（smoothing parameter），体现了算法对函数  的

波动性的控制。二阶导数反映的是函数在某个点上变化的剧烈程度：直线  的

二阶导数为 0，说明其图形在整个定义域上都有平滑的形状；而自由落体的表达式 

 的二阶导数约等于 5，说明其图形在每个点上都有剧烈的变化。
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平滑系数的作用就是通过控制模型的平滑度来实现偏差和方差的折中。  意味着算法

对模型的平滑度不做控制，将每个数据点都作为自然三次样条的结点，得到的拟合结果就会

发生剧烈的抖动；  则意味着对抖动做出最大程度的抑制，其结果就是将平滑样条

退化为普通线性回归。在实际应用中，平滑系数这个超参数的取值一般要通过交叉验证来确

定。

前面讨论的几种非线性的处理方式针对的都是单变量的情形，可以看成是对简单线性回归的

推广。如果将推广的对象扩展到多元线性回归，得到的就是广义可加模型。

广义可加模型（generalized additive model）将标准线性回归中的每个自变量以及可能

存在的自变量之间的交互项都替换成一个非线性的平滑函数，各个非线性函数之间则保持相

加的关系，其数学表达式可以写成

广义可加模型可以和之前介绍过的广义线性模型相融合，通过链接函数将可加模型的结果转

换为线性模型的输出，这使得广义可加模型也可以用于分类算法中。

要使用 Python 语言实现回归样条模型，可以利用 patsy 库。patsy 库脱胎于统计中的 R

语言，可以看成是 R 语言的部分功能在 Python 中的实现。它使用简短的字符串“公式语

法”描述统计模型，因而适合和 statsmodels 配套使用。想要了解关于 patsy 工作方式的

更多信息，你可以查阅其官方文档。

利用 patsy 实现回归样条时，主要应用它的 cr 函数来生成自然三次样条作为基函数。将回

归样条应用到线性回归的英超数据集中，当结点的数目为设定为场均评分的 3 个四等分点

时，样条回归的结果如下图所示。

可以看出，回归结果是一条平滑的曲线，但计算均方误差的话你会发现，样条回归的均方误

差比线性回归的均方误差还要大。其原因可能在于数据本身已经具有良好的线性特性，因此

强行使用非线性模型进行拟合不会带来良好的效果。
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三次样条回归与普通线性回归的结果比较

今天我和你分享了通过基函数扩展实现非线性模型的方法，包含以下四个要点：

基函数的扩展主要出现在统计学的文献中，被看成是曲线拟合的有力工具，在机器学习中反

而并不多见。那么你认为在以预测建模为主要目标的机器学习中，它能够发挥什么样的作用

呢？

欢迎分享你的观点。

基扩展将线性回归中的自变量替换为非线性的函数，使模型能够描述非线性关系；

多项式回归将回归结果表示为属性的多项式之和；

样条方法将回归结果表示为若干非线性函数的组合，可以分为回归样条和平滑样条；

广义可加模型是对多元线性回归的基扩展。
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作者回复: 多变量也有平滑样条，把一元函数的二阶导换成多元函数的二阶导就可以了，方法的名

字叫thin plate spline。相关的包可能在专攻统计的R语言中存在。


